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APROXIMACION A LA DEMOSTRACION EN ENSENANZA
BASICA

Approach to Demonstration at Basic School Level

Danilo Diaz Levicoy '

Raul Olivares Ibarra”’
Abstract

Demonstration in Mathematics is understood as argumentative schematas
that intend to convince a certain type of audience about the veracity or falseness of a
statement. Demonstration has been excluded from Chilean primary and high-school
teaching, since it is an exclusive issue of university training. In this article, a
theoretical framework about demonstration is presented and also a group of
activities of justification and demonstration according to plans and programs of
Mathematics Education for 8" grade primary school level and Curriculum
Adjustment Chilean education is carrying out at present.

Key words: Demonstration - Plans and Programs - Curricular Adjustments -
Elementary Education.

Resumen

La demostracion en Matematica la entendemos como esquemas
argumentativos que buscan convencer a cierto tipo de auditorio de la veracidad o la
falsedad de una afirmacién. La demostracién ha sido excluida de la ensefianza
primaria y secundaria chilena, pasando a ser un asunto exclusivo de la formacién
universitaria.
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En este articulo se presenta un referente tedrico sobre la demostracién y un
grupo de actividades de justificacién y de demostracién acorde a los Planes y
Programas de Educaciéon Matematica de Octavo Basico y al Ajuste Curricular por el
que atraviesa la Educacién Chilena.

Palabras Clave: Demostracién - Planes y Programas - Ajuste Curricular -
Educacién Bésica.

Marco teérico

Lademostracion

Diferentes autores indican que el término demostracién, es una secuencia de
enunciados organizados segin reglas determinadas. En matematica, es una
afirmacién en la que se verifica su verdad o falsedad con la ayuda de reglas de
deduccién tomadas de un conjunto de reglas bien definidas cuya validez es
compartida por los matematicos (Balacheff, 1987; Duval, 1993, Godino & Recio,
2001; Bernardis & Moriena, 2009; Moraga & Diaz, 2009).

En resumen, la demostracioén de una propiedad matematica, es una sucesion
de pasos que conducen a la conclusién deseada (Diaz, 2008; Moraga & Diaz, 2009).

Funciones de la demostracion

Tradicionalmente, se ha considerado que el fin primordial de Ia
demostraciénconsiste en verificar la proposicién objeto de estudio (Carrillo &
Vicario, 2005; Diaz, 2008; Diaz, Fuenzalida & Moraga, 2008; Diaz, 2009a; Moraga
& Diaz, 2009; Fuenzalida, et al, 2009a; Fuenzalida, et al, 2009b). Sin embargo, a
continuacion se presenta un modelo en el que se distinguen varias funciones (de
Villiers, 1993):

e Verificacién: concerniente a la verdad de una afirmacién. Comprobacién y
convencimiento.

e Explicacién: profundizando por qué es verdad.
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e Sistematizacion: organizacion de resultados dentro de un Sistema Deductivo en
axiomas, conceptos fundamentales y teoremas.
e Descubrimiento: el descubrimiento o invencidn de nuevos resultados.

e Comunicacidn: transmision del conocimiento matematico.

La demostracion y los niveles Van Hiele

La Teoria de Pensamiento Geométrico de Van Hiele desarrollada en los afios
50 por los esposos Pierre Marie Van Hiele y Dina Van Hiele-Geldof, es un modelo
que trata de explicar como se produce la evolucién del razonamiento geométrico de
los estudiantes y como puede el profesor ayudar a sus alumnos para que mejoren la

calidad de surazonamiento, mediante sus Niveles y Fases, respectivamente.

Larelacion existente entre la demostracién y la Teoria de Van Hiele, estd dada
en sus niveles, lo que se detalla a continuacion (Jaime, 1993; Jaime, 1994; Corberan
et al, 1994; Denis, 1994; Beltrametti, Esquivel & Ferrari, 2003; Cabezas, Aravena &
Caamafio, 2005; Barrera & Centeno, 2006; Bernardis & Moriena, 2009; Diaz,
2009b):

Nivel 1 (Reconocimiento o visualizaciéon): No existe demostracién. Toda
conclusién se obtiene mediante la observacién y la manipulaciéon de la figura. No
suelen reconocer las partes que componen las figuras ni sus propiedades
matematicas. Los objetos se perciben como un todo.

Nivel 2 (Analisis): Muestran una ausencia explicita de comprensiéon de qué es una
demostracién matematica (demostracidon empirica). S6lo reconocen las propiedades
matematicas mediante la observacion de las figuras y sus elementos, pero no pueden
relacionar estas propiedades; los estudiantes pueden deducir otras propiedades

generalizandolas a partir de la experimentacién.

Nivel 3 (Clasificaciéon o deduccién informal): Los alumnos son capaces de
reconocer que unas propiedades se deducen de otras y de descubrir esas

implicaciones, sin embargo, sus razonamientos ldgicos se siguen apoyando en la
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manipulacién. Los estudiantes no entienden la necesidad de encadenamiento de
estos pasos, ni entienden la estructura de la demostracién. Pero, pueden comprender
demostraciones formales cuando se las explica el profesor o cuando se presentan en

libros, aunque no las entienden como un todo.

Nivel 4 (Deduccién formal): Alcanzando este nivel, los estudiantes pueden
entender y realizar demostraciones (de varios pasos) que ya tienen sentido paraellos
y sienten su necesidad como medio para verificar la verdad de una afirmacién.
Ademés, comprenden la estructura axiomatica de la matematica y aceptan la
posibilidad de llegar al mismo resultado desde distintas premisas y son capaces de
demostrar su equivalencia.

Nivel 5 (Rigor): Aqui los estudiantes adquieren conocimientos y habilidades
propias de los matematicos profesionales, centrandose en el méximo nivel de rigor
matematico, donde pueden trabajar en una variedad de sistemas axiomaticos y

compararlos.

Este modelo testifica que el aprendizaje de la demostracion, es un camino
largo que los estudiantes deben recorrer y que la realizacién de demostraciones

corresponde a un nivel superior de razonamiento matemaético (Bernardis & Moriena,
2009).

Algunas formas de demostracion

La presentacién de las demostraciones en matematica, sigue el método
deductivo que heredamos desde los "Elementos” de Euclides en el cual a partir de
ciertos axiomas basicos, se deducen todas las verdades geométricas de la geometria
elemental. Toda proposicién expuesta estd relacionada a axiomas previos,

definiciones y proposiciones.

A continuacion, se presenta algunos tipos de demostracién que se “deberian”
utilizar con mayor frecuencia en la Educacién Bésica y Secundaria Nacional (Diaz,
2008).
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Demostracion directa: Consiste en obtenerla mediante una sucesion de
proporciones encadenadas por reglas de deduccién. Es adquirirla de los axiomas

haciendo uso de las reglas de deduccion.

Induccién Matematica: Este método de demostracién se conoce también como
Principio de Induccién Completa o Finita o Quinto Axioma de Peano, el cual sefiala
que:

“Si una proposicion ¢ expresada en términos de una variable n que pertenece a los

numeros naturales, cumple que:

1) Esverdaderaparan=1 (o algln otro valor si fuese necesario); y si,

2) Apartir del supuesto de que, es valida para n = k, se deduce que también es
validaparan =k+ 1, entonces dicha proposicion g es valida para cualquier
numero natural”

Demostracion indirecta (Reduccién al absurdo): Supongamos que se desea
demostrar la proposicién P. El procedimiento consiste en demostrar que asumiendo
como cierta la falsedad de P (o sea, P negada) conduce a una contradiccién logica.
Esta Pno puede ser falsa, por lo que ha de ser verdadera.

Contraejemplo: Se utiliza para demostrar la NO universalidad de un postulado, para
lo cual se utiliza un ejemplo.

Ajuste curricular Octavo Afio Basico

Con la modificacion de los contenidos mateméaticos a trabajar de los
diferentes niveles de la formacién primaria y secundaria de nuestro pais, se pretende
que los (las) alumnos (as) posean herramientas conceptuales para analizar la
informacion cuantitativa presente en las noticias, opiniones, publicidad y diversos
textos, aportando al desarrollo de las capacidades de comunicacion, razonamiento y
abstraccion (Mineduc, 2009). Para el sector de Matematica, los contenidos se

agrupan en cuatro grandes ejes: Numeros, Algebra, Geometria y Datos y Azar.
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Propuesta parala aproximacién ala demostracion en Octavo Basico

La demostracién es necesaria en la escuela, para que los estudiantes
encuentren el significado a lo que “merece durar” en el aspecto cognoscitivo
(teoremas y propiedades) y que le ayudaran a construir conocimiento de manera
auténoma, ademds, ningln resultado en matematicas se puede considerar valido,
hasta que no sea demostrado de manera formal. Sin embargo, la realidad nacional nos
muestra que la demostracién no es parte de la ensefianza y del aprendizaje de la
matematica en las diferentes unidades educativas, debido a que la ensefianza de la
disciplina se ha centrado en el uso de algoritmos que son utiles a los estudiantes para
tener logros académicos (SIMCE y PSU), dejandola como un privilegio de la
formacién universitaria (Diaz, Fuenzalida & Moraga, 2008; Diaz, 2009a; Moraga &
Diaz,2009).

El desafio para los educadores en matematica estd en disefiar actividades para
lograr que los alumnos valoren la necesidad de justificar sus construcciones y
conjeturas. Por lo cual, cuanto antes sea la introduccién de la demostracién, ésto sera
mejor.

Es por lo anterior que, a continuacidn, se presenta un grupo de actividades,
segun ejes tematicos, para ser utilizadas en Octavo Afio Basico, con el objetivo de
motivar procesos de verificacién de propiedades, conjeturas y, posteriormente, la
demostracidn, si estd de acuerdo al desarrollo cognitivo de los estudiantes. Estas
tltimas, pueden ser realizadas por el profesor, explicando paso a paso, con ayuda de
los estudiantes o como actividad para los estudiantes, en funcién de la dificultad y
pertinencia de las actividades.

Eje Nimeros

1. Verificacion de las propiedades de los Nimeros Reales y de los conjuntos

numéricos que contiene (Enteros y Racionales)

Verificar los Axiomas de Cuerpo de los Numeros Reales y los teoremas que

se deducen de ellos, es de vital importancia para que los alumnos reconozcan la



Revista Investigaciones en Educacion, Vol. XII, N° 1: 45-55, 2012 45

abstraccion y generalizacion de los resultados, ademas de permitir a los estudiantes
conocer las estructuras algebraicas sobre las cuales estan trabajando y familiarizarlos

con elementos de la matematica elemental.

Respecto alasuma
e Conmutatividad:
e Asociativa

¢ Elemento Neutro

e Inversoaditivo: Dado

Respecto ala multiplicaciéon

o Conmutatividad:

s Asociativa

e Elemento Neutro

e Inverso Multiplicativo: Dado con
o Propiedad Distributiva

Ejemplo:
Verificacion Propiedad Distributiva

5:(-2+6)=5-(-2)+5-6
5-(4)=-10+30
20 =20

1. Demostracién de teoremas sencillos derivados de los Axiomas de cuerpo de
los Numeros Reales

Eladecuado conocimiento de las propiedades de los Numeros Reales permite
a los estudiantes tener un dominio de las estructuras algebraicas sobre la que trabajo,
que son aspectos de una matemaética avanzada. Ademés, ayuda a la comprension de

otros contenidos que se abordardn en afios escolares superiores.
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Ejemplo:
Demostrar: ¢ . €

b d bd
Demostracion:

Ez—+£: ab™ +cd™

b d
=ab'14+cd™ 1
=ab™ (a?d‘1 )+ cd™ @b'l)
=ad(d™ Wb d™)
=ad(pd )" +cb(pd)’

=(ad +cb)-(pd)"

_ad+ch
bd

€_ad+¢h yupedeR y ab#0

Definicién de Division

Neutro Multiplicativo

Inverso Multiplicativo

Conmutatividad y Asociatividad

Por teorema (ab)' =a”'b7!, Va,beR
Distributividad

Definicidén de Division

1. Demostracion de Propiedades de las Potencias

Para este contenido, es necesaria la introduccion a sencillas demostraciones,
puesto que facilita el aprendizaje de los alumnos en el momento del desarrollo de los
gjercicios propuestos, ya que muchas veces cometen errores al aplicar mal las

propiedades.

Propiedades:

a. (a-b)=a"-b"

b. [z) _z
b b"
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ey [¢]
Q ’Qu‘
u p—

Il Il
T
3

Ejemplo:
Demostrar: a’=1 VaeR y a#0

Demostracion:
a’=a"" Neutro Aditivo
=a"-a™" Propiedad d)
=q" .;1-; Propiedad f)
- a: Multiplicacién de Potencias
a
=1 Reduccién
Eje Algebra

1. Resolucion de ecuaciones de primer grado A

Las ecuaciones constituyen una de las unidades matematicas de suma
importancia, presente en diferentes niveles de nuestra educacidn nacional y tratada
con distinta complejidad (Santibafiez, Diaz & Romo, 2009); lamentablemente, la
ensefanza de las ecuaciones estd basada en mecanizacién de reglas y en el
desconocimiento de las propiedades de los numeros reales, que permite justificar su
resolucion (Olfos, 2006).-

Frente a esta preocupante realidad, se plantea el uso adecuado de las
propiedades de los nimeros reales para la resolucién de ecuaciones, como se muestra
acontinuacion.
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Ejemplo:

Resolver la siguiente ecuacién 3(x—4)= 2(x~1) justificando adecuadamente cada

paso.
Solucién:
4(x - 4)= 2(x - 1) Distributiva
4x-16=2x-2 /(+16) Inverso Aditivo de (-16)
4x—-16+16=2x—-2+16 Clausura y Neutro Aditivo
4x=2x+14 /(=2x) Inverso Aditivo de (2x)
4x-2x=2x-2x+14 Clausura y Neutro Aditivo
2x=14 / ( %) Inverso Multiplicativo de 2
1 1 .
= 2% = r 14 Clausura y Neutro Multiplicativo
x=17
Eje Geometria

Nadie puede negar que la geometria es un 4rea fundamental de la matematica.
A pesar de ésto, son muchas las dificultades que atraviesa el proceso de ensefianza y
aprendizaje de esta disciplina. En especial, cuando se busca que los alumnos
comprendan los temas que se trabajan en el aula y vayan mas alla de la memorizacién

de definiciones y propiedades, aplicacién de algoritmos o ejercicios.

A continuacion, se presenta una serie de actividades para desarrollar niveles
de pensamiento geométrico de orden superior, reflejados en la justificacién, camino

necesario para llegar a la demostracion.



Revista Investigaciones en Educacién, Vol. XII, N° 1: 49-55, 2012 49

1. Actividades que permiten desarrollar la justificacion con Isometrias
Traslacién

1) Si A’ es laimagen de A por una traslacién T y los puntos A y A’ tienen
coordenadas (v,,v,) y (w;,w, ) Cuéles sonlas coordenadas del vector #? Justificar.
2) Determinar la veracidad o falsedad de las siguientes afirmaciones
a. Lalmagen de una linearecta por una traslacién es una linea recta. Ademas,
cadarectay suimagen son paralelas.
b. Dado T, para todos los puntos P y Q del plano, si P Y Q" son sus

respectivas imagenes por traslacion, se cumple:

L d(,P)=d0,0)
i. d(P,0)=d(,0)
iii. d(P,0)=d(P",0)

Simetria Axial

1) Dados dos puntos, construye una recta en el plano (L,) y haz la simetria de la
recta respecto de L (L,"). Mueve la recta (L,) sobre el plano a partir de uno de los
puntos que la determinan. ;Qué sucede cuando (L,) es paralela, secante y

perpendicular al eje? Para cada caso concluye y justifica.

2) Verificary justificar si es siempre cierta, en algunos casos o nunca.
a. SeaR'laimagen de R mediante una simetria S, y sea Punpunto del eje e
i. (Quétipo de tridngulo, seglin sus lados y segiin sus angulos, es APRR"?
ii. SisecolocaP enotrolugardel ejede simetria, ;serd el triingulo APRR’
siempre el mismo?
iii. S1 se coloca R en otro lugar de la figura y R* en la posicién
correspondiente, ;serd el tridangulo APRR" siempre el mismo?
3) Determinar si las siguientes figuras tienen ejes de simetria. Utilizando lapiz y
regla no graduada construir los ejes de simetria en el caso que corresponda.
Justificar la construccion mediante las propiedades
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1)

Construye el centro de la siguiente circunferencia utilizando sélo regla y escuadra

no graduada. Justifica turespuesta

Simetria Central

1) Construye un punto en el plano (A) y haz la simetria central del punto respecto
de P (A"). Mueve el punto sobre el plano ;Qué sucede si posamos el punto
sobre P? Concluye.

2) Dados dos puntos, construye una recta en el plano (L,) y haz la simetria central
de larectarespecto de P (L,"). Mueve la recta (L,) sobre el plano a partir de uno
delos puntos que la determinan. ;Qué sucede con (L,")? Concluye y justifica.

3) Dada dosrectas secantes cualquiera. Nombra A al punto de interseccién. Haz la
simetria del puntoyla simetria de las rectas. ;Qué puedes decir de la imagen
del punto A?

4) Alcirculo C se le ha aplicado una simetria central, que transforma Aen A'y C
en C'. Sea L larecta tangente a C en A. Construye la imagen de L. Utiliza sélo

reglay escuadrano graduadas. Justifica tu respuesta.

. Actividades que permiten desarrollar la Demostracion con Isometrias

1) Sea C un circulo de centro O y [AB] una cuerda del circulo. M y M' son dos
puntos del circulo, talque (MM")//(AB). Demostrar que MA=M'B
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M\ 7 M
A\/B

2) Sean C y C' dos circulos concéntricos distintos de centro O, una recta D

cortaaCenAyBycortaaC enA'yB' Demostrar que AA'=BB'

3) Relacién de variacién entre el perimetro, area de figuras geométricas y
variacion de drea y volumen en cuerpos geométricos cuando varia el radio
de una circunferencia
1) Silos didmetros de dos circunferencias estdn en larazon 1:2y 1:4, ;Cual es
la raz6n entre el perimetro de estas circunferencias? ;Y entre las areas de
los circulos?

2) (En qué razdn estdn los volimenes de dos cilindros de igual altura, si el
radio de uno de ellos es el doble de 1a medida del radio del otro?

3) Elradioylaalturadeun cilindro son iguales al radio de una esfera, ;Cual es

larelacién entre sus areas? ;Y entre sus voliumenes?
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Datos y azar
1) Algunas actividades sobre justificar y demostrar en torno a la Media
Aritmética.
a. Justificar la siguiente afirmacién: “El promedio de dos promedios es
diferente al promedio de la totalidad de los datos salvo si ambos grupos de
datos tienen el mismo tamafio”

Consideraciones finales

Con este articulo, se quiere hacer un aporte para la ensefianza de la
matematica, una ensefianza que pretenda lograr aprendizajes de calidad, llegando
mas alld de la memorizacién de propiedades y definiciones y la aplicacién de
algoritmos sin sentido, cumpliendo un rol fundamental en el proceso de ensefianza y
aprendizaje de nuestra disciplina. Donde, la verificacidn, justificacién y, en lo
posible, la demostracion (en funcién a su madurez cognitiva), sean parte importante
de la formacién matematica de los estudiantes en los tltimos afios de la formacién

primariay en la secundaria, y no ser exclusivo de la formacién terciaria.

Sin duda que, trabajar la demostracién en los contenidos matematicos no es
un tema sencillo, por lo que debe venir acompafiado de un sélida experimentacién de
los fenémenos matematicos, de una manipulacién concreta de los temas y de un
desarrollo de la justificacién, por lo cual, no se puede exigir a los estudiantes
demostrar por demostrar, debe ir acompafiado de un trabajo gradual y de su
desarrollo intelectual, donde se comprenda la necesidad de demostrar las
propiedades que trabajan y que su trabajo permite desarrollar destrezas y
capacidades matemadticas de orden superior.

Sehahecho hincapié especial en el 4rea de las isometrias, por ser un contenido
que fue incorporado recientemente a los planes oficiales de educacién nacional, por
las dificultades que presenta a los estudiantes el abordaje de temas geométricos y, lo
que es peor, el escaso dominio por parte de algunos profesores de temas geométricos,
que los lleva a no abordar ciertos contenidos y la introduccién de la justificacién, por

lo cual, la demostracion se ve muy lejana.
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